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<lln-ETRIA 00 LOS CASOS DE FACTOROO 
Jorge Vargas 
El objeto de este articulo es mostrar alyunas aplicaciones geo~ 
tricas de los casos de factoreo. 
La letra F designará indistintamente el conjtu1to de los n(areros 
racionales Q, reales ll o COJllllejos e (Para el lector infoT'JII3do, F de-
signará tul cueipO arbitrario de característica cero). 
Un polinomio en una (dos, tres, ... ) variable a coeficientes en 
F es lUla expresión formal del tipo, 
n n-1 
an X + an-J X + ..• (lUla variable) 
A__ xn ym +a xn-J ym + ... (dos variables) 
-nm n-J,m 
Denotemos por F(X) (F (X,Y 1, F (X,Y , Z} , ••• )el conjtu1to de polinomios 
en lD1a variable (dos variables, tres variables, ... ). Notar que 
F [X)e F [X,Y) e F IX,Y,Z) e •.. Por comodidad denotaremos por 
F 1 ••• ) cualquiera de los conjlUltos F 1 X 1 , F 1 X, Y 1 , F 1 X,Y,Z 1 , ••. 
ObseMJación: Como R e C se tiene la inclusión R 1 ••• 1 e C 1 ••• 1 , esto 
es, todo polinomio a coeficientes reales puede pensarse como tu1 poli-
nomio a coeficientes complejos. 
En la escuela media aprendimos a sumar y multiplicar polinomios 
y definimos: 
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Un polinomio no nulo P divide al po-
linomio Q si es posible encontrar un 
polinomio R tal que 
Q = P.R 
Ejemplo. X2 + Y divide a ~ - Y2 puesto que, 
X" - y2 
Oarrurente, un polinomio constante no nulo divide a cualquier ~ 
linomio P, por ejemplo: 
p 





/'[ + .. 
Tambi~n P divide a P puesto que P = P.1. 
Un poliromio no constante P en F ( •.. ) 
se dice primo si los únicos divisores 
que tiene en F [ •.• ) son: 
a) los pol ino111ios co.nstantes no nulos 
b) los polinomios cP donde e es un ele-
mento no nulo de F arbitrario. 
Ejempl.o: X2 + 1 es · prÍI!l) en R [X) puesto que, si X2+ 1 = p(X)q(X) 
con p(X) E a (X 1 y q(X) E n [X 1, COI!l) el grado del producto es la 
suma de los grados de los factores resultan las alternativas, 
grado (p) "' grado (q) = 1 
grado (p) = 2 y grado (q) = O 
Si se da la primera: entonces p(X) = aX +b y q(X) = eX +d con 
a ; O y e ; O. M.Jl tiplicando y recordando que dos polinomios coin 
ciden si y solo si sus coeficientes coinciden, resulta a 2 +b 2 = O. 
Con la suma de dos n<ireros positivos nunca es nula, se tiene a =b =O 
lo cual es imposible. Esto concluye la justificación de que x~ +1 
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es prilll) en R [X 1 • Sin embargo, X2 + 1 ro es prÍI!l) en e [X J puesto 
que X2 + 1 .. (X + i) (X - i) en e [ X 1 . Este ejemplo uuestra que el h~ 
cm de que un polioomio sea prÍI!l) depende del cuerpo donde penselll)s a 
sus coeficientes. 
Ejel'cicio. P(X,Y,Z) = aX +bY +cZ es pr:im::> 
P(X,Y) • X2-Y o P(X,Y) = X2 +aY (a; O) son primos. 
P (X, Y) • Y + aX2 + bY2 es priro. 
P(X,Y) • X2 +Y 2 es priro en R [>;,Y) y no es priro en 
e (X,Y 1. 
Para completar el parorama sobre polinomios priros en U1él variable 
probanx>s, 
Pl'oposicwn: a) Si p e: F [X) tiene grado uno entonces, p es priJ'lX). 
Prueba: 
b) Si pE R [X) tiene grado dos entonces, pes pr:im::> 
si y solo si su discriminante es negativo. 
a) Si p(X) • aX + b con a ; O y escribimos a p como prod~ 
to de dos polinomios entonces, al meros uoo de ellos ti~ 
ne grado lD10 y el otro prado cero. Esto dice que p es 
prim. 
b) Por ser p de frado dos, p es reducible si y solo si p se 
puede expresar coro producto de dos poliromios de frado 
uno, esto es, si y solo si p tiene raíces reales, lo cual 
sabemos equivale a que su discriminante es no negativo. 
Se puede probar que: 
1) Si p e: R [ X 1 es prÍI!l), entonces grado de p es lD10 o dos (ver [ 1) 
pag. 249). 
2) Si p E a: [ X 1 es priro, g.rado de p es uno (Teorema de r.auss, ver 
(l]pap. 248). 
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Ejercicio. 1) X3 + 2 es pri.Jro en Q [ X ) . 
2) De ejemplos de polinomios de grado dos o tres pri.Jros en 
Q (X) 
3) Si p(X) es priliP en Q (X 1 ¿será P(X) pri.Jro en ll ( X ) ? 
Ahora enunciareliPs tm teorema que IIPStrará que los polinomios pr.!_ 
IIPS son los "atoros" del conjtmto de todos los polinomios. 
Teorema. Si p es un poliromio no pri.Jro en F ( ..• 1 entonces existen 
polinomios priros Pp ... , Pr en F ( ..• 1, tales que p .. p 1 ••• Pr· 
EjempLo. X2 -1 = (X-1)(X + 1) en R (X 1. 
X3 -1,. (X-1)(X2 +X+1) en R [X). 
X3 +X2 -X-1=(X+1)(X+1)(X-1) en R (X) 
X2 - y2 • (X-Y) (X+Y) en ll (X 1 
X" +Y2 ,. (X2 -iY)(X2 +iY) en C (X) 
Notar que en el ejemplo x3 + X2 -X - 1 = (X + 1) (X + 1) (X-1) el factor pr.!_ 
ro X+ 1 ocurre dos veces. Ibr tanto, el teorema de desool'lfOsici6n ~ 
de reentmciarse asi, 
Dado tm poliromio p de grado mayor o 
igual a uno, es posible encontrar poli 
nomios primos p 1 , ••• , Pr distintos y 
números naturales k 1 , ••• , kr tales que 
Otro hecho importante es el siguiente, 
Teorema. (Unicidad de la descomposición en factores priliPs) 
Si p, p
1
, ••• , Pr• q 1, ••• , qs son polinomios a coeficientes en F, 
p
1
, ••• , Pr son priliPS y distintos dos a dos, ql' ... , qs son pri.Jros 
y distintos dos a dos y vale que, 
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k¡ 
p,. P¡ ... 
Entonces, r = s, q1 = algún Pi y t 1 = al correspondiente exponente k· 1 
de Pi• q2 "' a otro Pi Y t 2 = al correspondiente exponente ki, etc. 
Prueba. Ver [ 1 1 pag. 242. 
Este teorema dice que, si de alguna fonna descompusims a p cano 
prodocto de polinomios priros y también lo descompusimos usando tm ~ 
mino distinto, entonces los factores priliPs que obtuvioos son exacta-
mente los mismos, como asi también sus multiplicidades (ie. los expo-
nentes a que aparecen elevados cada factor primo). 
Una manera de descomponer un polinomio en producto de polinomios 
priliPs es usando los casos de factoreo. Por ejemplo, 
aX3 + 2bX3 - aXY2 - 2bXY 2 .. X(aX2 + 2bX2 - aY2 - 2bY2) 
"' X [ a(X2 - Y2)+2b(X2- y2)1 
• X(X2 - Y2) (a + 2b) 
,. (a +2b) X(X -Y) (X +Y). 
Los teoremas anteriores ros dicen que si hubieraJ!Ps usado cualquier 
otro camiro para hacerlo, el resultado final seria el ·misro. 
Pl-egunta. Si f y g son pol iromios en una variable ¿Cuándo es 
H(X,Y) • f(X) -g(Y) prim:> en F (X,Y) ?. 
Por ejerrplo, sugerinx>s probar: 
1) f(X) - f(Y) = (X-Y)q(X,Y) 
2) Si f(X) .. p(u(X)) y p(Y) = p(v(Y)) entonces 
f(X) -f(Y) • (u(X) -v(Y)) H(X,Y) 
3) Si grado ( f) es ooprimo con Rrado (g) entonces f(X) - p, (Y) 
es primo. 
4) Si fl> ... , fn son polinomios en una variable y Xl> x2, ... •Xn 
son variables distintas entonces, 
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h(X¡, ... , Xn) • f1CX1) +fz(Xz) + ... +fn(~) es pri.roo sin;> 3 . 
En particular Xn +Yk +Z11, con n, m y k no nulos, es primo. 
Ahora describinns la parte geométrica de estos teoremas y por 
ende lo prometido sobre la geometría de los casos de factoreo. 
Si P es un polinomio en una variable con 
coeficientes en F, un cero o una ra!a de 
P en Fes un elemento a de F tal que, 
P(a) ,. O 
Ejemplos: a) 1 es un cero de X2 - 1. 
b) X2 + 1 no tiene ceros en R puesto que, un núnero no ne-
gativo X2 mas \.UlO siempre es positivo. 
e) x2 + 1 tiene en e los ceros i y -i. 
Ejercicios: a) Construir polinomios de ¡¡rado 2,4,6,8, ... que no ten 
gan ceros en R. 
b) a es uncero de P si y solo si (X-a) divide a P. 
e) Usando el teorema de Gauss probar que todo polinomio 
en una variable a coeficientes complejos, tiene al 
menos un cero en C. 
d) Probar que todo polinomio a coeficientes reales de 
grado irrpar tiene al menos una raíz en R. 
e) Si P E R [ X 1 y a e C es una raíz de P, probar que 
a (el COIIplejo conjugado de a) es una rarz. de P. 
f) Si a E e probar que (X-a) (X-a) E P. [X 1 • 
g) Usar el teorema de Gauss para probar que todo polino-
mio primo a roeficientes reales tiene grado uno o 
dos. 
h) ¿A lo sumo cuantos ceros tiene un polinomio en una 
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variable? 
i) Sea P E F [ X 1 tal que grado (P) < 3. Probar que P es 
primo en F[ X 1 si y solo si P no tiene ceros en F. 
Si P E F [X, Y 1 , un cero de P es un par (a,b) de elementos de 
F tal que P(a,b) 2 O. 
Ejempl-o. ( 1, -1) es un cero de xz - yz. 
(12, 13) es un cero de x2 -Y2 +1 
Si P es un polinomio en dos variables V(P) denotará el conjunto de t 
ceros de P es decir, 
V(P) ,. {(a,b) e FxF: P(a,b) • 0} 
Ejempl-os. a) Si P(X,Y) : X-Y, 
Y(P) ,. {(a,b)E FxF: a • b} 
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b) Si P(X,Y) = X+Y, V(P) = {(a,b): a= -b} es decir la rec 
ta indicada en el dibujo . 
b 
e) Si P(X,Y) = X2-Y2. Entonces P(X,Y) = (X-Y)(X+Y). Ahora 
un producto de dos números es cero si y solo si uno de los 
factores lo es. Por lo tanto, P(a,b) = (a-b)(a+b) es iyual 
a cero si y solo si a-b = O o a + b = O. Lo que permite 
concluir que V(X2-Y2) es la unión de las rectas que obtuvi 
rms en a) y b). Este ejemplo rroestra un caso particular 
del siguiente resultado mas general. 
Proposición . i) Si P es una potencia de un polinomio Q, entonces V(P) • 
= V(Q) 
ii) Si los factores prirms distintos de P son P¡, ... P5 • 
Entonces V(P) "' V(P 1) u .. . u V(Ps) . 
Prueba. i) Como P(X,Y) ,. Q(X,Y)m para alg(m entero positivo m, se tiene 
que Q(a,b) = O si y solo si P(a,b) = Q(a,b)m ,. O lo cual dice 
que V(P) = V(Q). 
ii) Si P1 , • • • , Ps son los factores primos distintos de P, ento~ 
k¡ ks · · 
ces vale que P = p1 ••• Ps con k1 , •• • , ks enteros pos1t! 
k ks 
vos fijos. Como P(a,b) = P1(a,b) 1 ••• Ps (a,b) , y un pro-
ducto de n~ros es no nulo si y solo si al renos un factor lo 
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es , tenemos que P(a,b) = O si y solo si Pj(a,b) "'O para al 
g(in j. Esto dice que V(P) = V(P 1) LJ ••• U V(P s). 
Esta proposición nos dice que para dibujar el conjunto de ceros de 
un polinomio, basta dibujar el conjunto de ceros de cada uno de sus fac 
tores primos. Como un posible método (cuando es a1licable) para encon-
trar los factores primos de un polino~io es usando los casos de facto-
reo, obtenemos así una aplicación a la ~eometría de los casos de facto 
reo. 
Nota. Esta proposición vale no solamente para polinomios en dos varia 
bles, sino en una , dos, tres, cuatro, ... varinbles. 
EjempLo. Si P(X,Y) = X4 - Y4 sabemos que, 
P(X,Y) = (X-Y)(X+Y)(X2+Y2) 
y que esta es una factorizaci6n en primos en R [X, Y 1 . Hientras que su 
factorización en primos en C [X,Y 1 es, 
P(X,Y) = (X-Y)(X+Y)(X+iY)(X-iY). 
Por la proposición anterior, o repitiendo la prueba de la proposición se 
tiene que el conjunto de ceros de P en R x R es la tmión de, el conjun-
to de ceros de X-Y, con los ceros de X+Y, con los ceros de X2 +Y 2 • Aho-
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k ks 
vos fijos. Como P(a,b) = P1(a,b) 1 ••• Ps (a,b) , y un pro-
ducto de n~ros es no nulo si y solo si al renos un factor lo 
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es , tenemos que P(a,b) = O si y solo si Pj(a,b) "'O para al 
g(in j. Esto dice que V(P) = V(P 1) LJ ••• U V(P s). 
Esta proposición nos dice que para dibujar el conjunto de ceros de 
un polinomio, basta dibujar el conjunto de ceros de cada uno de sus fac 
tores primos. Como un posible método (cuando es a1licable) para encon-
trar los factores primos de un polino~io es usando los casos de facto-
reo, obtenemos así una aplicación a la ~eometría de los casos de facto 
reo. 
Nota. Esta proposición vale no solamente para polinomios en dos varia 
bles, sino en una , dos, tres, cuatro, ... varinbles. 
EjempLo. Si P(X,Y) = X4 - Y4 sabemos que, 
P(X,Y) = (X-Y)(X+Y)(X2+Y2) 
y que esta es una factorizaci6n en primos en R [X, Y 1 . Hientras que su 
factorización en primos en C [X,Y 1 es, 
P(X,Y) = (X-Y)(X+Y)(X+iY)(X-iY). 
Por la proposición anterior, o repitiendo la prueba de la proposición se 
tiene que el conjunto de ceros de P en R x R es la tmión de, el conjun-
to de ceros de X-Y, con los ceros de X+Y, con los ceros de X2 +Y 2 • Aho-







Por lo tanto el conjunto de ceros de X"-Y" en R x R es, 
~tientras que el conjunto de ceros de X4 -Y" en e X e es la unión de, los 
ceros de X-Y, con ceros de X+Y, con ceros de X+iY y ceros de X-iY. Esto 
es, el conjunto de ceros de X4 -Y4 en ex e es la unión de las siguien-
tes rectas en ex e, X= Y, X • -Y, X"' iY, X= -iY. 
Para mas ejemplos de polinomios reducibles o priJTDs y el dibujo de 
sus ceros en R xR, sugeriJTDs consultar ( 2 1 o, tornar c~lquier libro de 
tercer a~ del secundario y de all{ sacar ej¿mplos. 
Ejel'cicios. 1) CUalquier recta en F xF es el conjunto de ceros de un~ 
linomio de la forma P(X,Y) = AX+BY-C con A~ O o B ~ O. 
2) P (X, Y) = AX +BY - C es un M,linomio irreducible. 
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3) Si PE e [ ... 1 es un polinomio no constante enton-
ces V(P) es no vacro. 
4) Si P E R [ ... 1 entonces V(P) puede ser vado. 
Un teorema importante, debido a David Hilbert (1862-1943) dice 
lo siguiente, " Si P ea un polinomio irreducible en e [ ... 1 y Q 
un polinomio que se anuZa en V(P) (esto ea, par~ todo (a,b) E e X e 
tal que P(a,b) = O entonces, Q(a,b) "' O) entoncf!a 1' divide a Q". 
(}lota: Aquí no hemos enunciado el resultado en su 1 nyor generalidad). 
Por ejemplo, si Q es un polinomio que se anula en el conjunto de ceros 
de P(X,Y) ~ X2-Y, entonces existe un polinomio R tal que Q m (X2-Y)R. 
Notar que el resultado es falso en R [ X,Y 1 puesto que, X+Y se anula 
en V(X2 +Y2) y sin embargo X2+Y¿ no divide a X+Y. 
Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado. 
Teorema. Si P E C [ X, Y 1 es un polinomio hoJTDgéneo entonces P se facto 
rea como producto de polinomios priJTDs del tipo AX +BY. 
Bosquejo de la prueba: Recordemos que el grado de un monomio se define 
igual al natural que se obtiene al sumar los exponentes de cada varia-
ble y que un polinomio se dice homopéneo cuando todos sus monomios tie 
nen el mismo grado. 
Ejemplo. X2 +Y2 +XY es homogéneo. 
X2 -Y+ X no es homogéneo. 
Ejercicio. Si P(X,Y) es homogéneo y P(a,b) 
P(ta, tb) = O para todo t en F. 
O entonces 
Por lo _tanto, si un polinomio homogéneo se anula en un punto de C x C: 
se anula también en toda la recta que une dicho punto con el origen. 
Por un ejercicio anterior una tal recta es el conjunto de soluciones 
de un polinomio primo del tipo AX +BY. Por el teoreMa de Hilbert P 
tiene un factor del tipo AX +BY. Ahora, haciendo inducción sobre el 
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grado de P se prueba el teorema. 
Ejeroaicios. 
1) Factorear los siguientes ¡:x>lioomios en ¡:x>linoJIIiOS priJOOS en e [X, Y). 
x3 _ y3 • x2y. 
xs +Ys • 
Z) Factorear los polioomios X3 +Y3 +Z3 y X2 + Y2 +Z2 en e [X, Y ,z 1 • 
3) Cbmparar 1) y Z) ¿Qué oonclusi6n se extrae?. 
Mis ce laneas. 
En trigonometria aprendimos que los puntos de la circunferencia 
x2 + y2 • 1 (en nuestro lenguaje, los ceros del polinomio P(X,Y) • 
• X2 + y'J. - 1) están parametrizados por el ángulo e , y se tiene que 
x = cos e, y • sen e , O< e < Zw 
Es fácil verificar que todos los puntos de la circunferencia x2 +y2 • 1, 
salvo el (1,0) están parametrizados por, 
Surge entonces la siguiente pregunta. Dados P en C 1 X, Y 1 y su conjunto 
de ceros V(P),¿es posible encontrar funciones racionales de la variable 
t, u(t) y v(t) tales que, 
(x,y) e V(P) si y solo si (x,y? = (u(t), v(t)) para alyún te e 
L.1 respuesta parcial es, 
1) Si grado de P es 2 entonces, si es posible. 
2) Si grado de Pes> 3 puede que sí, puede que no. Por ejemplo, 
X = t 2 - 1 , y = t ( t 2 - 1) 
X~ + yl • 1 no es posible. 
-63-
Bosquejo de la justificación de (1). Fijamos P primo y un punto 
(Xo, y0 ) E V(P). Considerar la familia de rectas Y -y0 = t(x-Xo). 
Si (x, y) E V(P) entonces, 
O = P(x,y) = P(x, y0 + t (x-x0 )) 
Por lo tanto x y x0 son raices de la ecuaci6n de grado dos en X si-
guiente, 
O = P(X, y0 + t (X - x0 )) 
Dividimos esta ecuación por el coeficiente de X2 • Si A es el coeficie~ 
te de X en la ecuación resultante, entonces A • x + Xo lo cual dice que 
x = -A •Xo· Ahora, reemplazando este valor de x en y - Yo • t(x-Xo) 
obtenemos y y0 + t (-A). Como A es una función racional de t hemos 
prot-acb ( 1) . 
Ejercicios. 1) Aplicar este proceso a: x2 + y2 • 1 con (Xo,y0 ) • (1,0) 
y a y2 = x2 + x3 con (x0 , Yo) • (0,0). 
2) Probar que una parametrización de los ceros de 
x2 + y2 .. z2 está dada por, 
x = Zuv, y = u2 - v2, z = u2 + v2 . 
Notar que esta fónnula pennite construir triángulos rectángulos. 
3) Fije Zn números complejos a 1 , ... , a2n con ai 
cada i. Sea ai = ai + 1 t-'ostrar que para -. Qi 
función (x,y) (u, v) 1 v·~ ... con u= X+ i . X 




y2- i~l (X -ai)(X- !ii) 
:?n 
v2 - n (u - ai) 
i=1 
¿Es esta función racional?. 
-1 o 
la 
Un problema central en t-latem5tica es el si¡ruiente, "Si P(X,Y, .•. ) 
es un polinomio cuyos coeficientes son números entel'Os decroibiro ~s ce-
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roa enteros de P" • 
fácl.l ver que los ceros de X2 + Y2 - Z2 son Por ejemplo, es 
x "' r 2 u v, y • r(u2 - v2 ) , z "' r(u2 + v2) 
los cuales son enteros si r, u y v lo son. La conjetura de Fermat (la 
· P(X,Y,Z) • Xn +Yn- zn cual todavia no ha sido probada) dice que, s1 
los únia>s ceros enteros de P son: 
1) Sin es par~ 3, (±1, O, ±1) y (0, ±1, ±1) 
2) Si n es irrpar ~ 3, (1,0,1) y (0,1, 1) 
Es un ejerci~io relativamente fácil probar que aX + bY - e tiene ceros 
enteros si y solo si el máxilro coi!'Ún divisor de a Y b divide a c. 
bién es fácil describir los ceros de aX + bY - e cuando existen. 
invita a los lectores a escribir artículos sobre estos temas· 
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NOrA HISTORICA: ARQUIMr~ES (287 AC - 212 AC) 
Gran matemático, fisico e inventor griego. Estudió en Alejandria, 
el centro del saber de la época y luego regresó a su ciudad natal, 
Siracusa, dedicándose a la investigación. Era famoso por la invención 
de ingeniosos mecanismos. Diseñó artefactos de guerra usados en la d~ 
fensa de Siracusa de la flota ~>na (se comenta que con sus espejos 
parabólicos de gran tamaño, las naves romanas eran incendiadas). Tam 
bién concibió lll "tornillo para agua"(que consistía de un cilindro ccn 
una rampa helicoidal giratoria en su interior)y que servía para elevar 
agua de un río, que luego era usada para irrigación. Arquímedes se i~ 
teresó en la hidrostática motivado por una pregunta de Hierón, rey de 
Siracusa. Este deseaba saber si una corona, hecha para él, era de oro 
macizo o de una aleación con plata. A modo de verificación Arquímedes 
propuso que el exceso de volumen ocasionado por una aleación podría ser 
medido colocando la corona y pesos iguales de oro y plata al de la corQ 
na separadamente en un recipiente con agua y midiendo el aumento de ni-
vel. Si la corona fuera de oro puro desplazaría una cantidad de agua 
igual a la desplazada por el pedazo de oro. Si contuviera plata que 
pesa menos que el oro por unidad de voli..D'llen, desplazaría más. Arquí-
medes désarrolló los principios fundamentales de la hidrostática (incl~ 
yendo el famoso "principio" que lleva su na'lbre) en dos libros. Tam-
bién realizó estudios sobre la palanca y escribió dos libros sobre ce~ 
tro de gravedad de cuerpos que pueden considerarse como los fundamen-
tos de la mecánica teórica. En particular se calcula el centro de gr!!_ 
vedad de ·diversos cuerpos geométricos. 
Su contribución a la matemática fue muy importante, sus métodos P!! 
ra el cálculo de áreas y volúmenes son verdaderos precursores del cál-
culo integral (ver, The historical development of thc C,lculus, 
Edwards, Springer-Verlag). Entre sus trabajos más importantes se cue~ 
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